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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ «МОСТ–ПЕШЕХОДЫ»
НА ОСНОВЕ КРИТЕРИЯ ЦЫПКИНА1

Построена новая кибернетическая модель динамики движения системы
«мост–пешеходы» в поперечном направлении с учетом функционального
состояния пешехода. Получено аналитическое выражение для критиче-
ского количества пешеходов, способных раскачать мост, и рассчитана об-
ласть устойчивости системы с помощью частотного критерия Я.З. Цып-
кина для параметров лондонского моста Миллениум. Результаты рабо-
ты показывают, что раскачивание моста может быть связано с малым
нервно-мышечным запаздыванием пешеходов, а не с синхронизацией их
шагов, как считается в ряде существующих публикаций. Полученные ре-
зультаты могут иметь применение и к другим классам колебательных
человеко-машинных систем.
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1. Введение

За последние два столетия произошло несколько десятков инцидентов,
связанных с пешеходными мостами, включая случай качания лондонского
моста Миллениум [1]. Этот мост был возведен в честь наступления третьего
тысячелетия, что отразилось в архитектуре его легкой подвесной конструк-
ции, где тросы находятся ниже уровня палубы. Мост Миллениум является
одним из немногих объектов, о котором собрано много ценных наблюдений.
Например, известно, что поперечные колебания нарастали с ростом количе-
ства пешеходов и затухали, если людей становилось меньше или они полно-
стью останавливались. Инцидент с мостом Миллениум вызвал целую вол-
ну публикаций известных ученых в престижных научных журналах [2–5].

1 Работа поддержана Минобрнауки РФ (проект госзадания 124041500008-1).
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В первых публикациях делался вывод, что большую амплитуду колебаний
вызывает синхронный шаг пешеходов. Это не только соответствовало рас-
пространенному общественному мнению, но и хорошо укладывалось в тео-
рию синхронизации связанных осцилляторов [6]. Однако позже появились
данные наблюдений, которые невозможно объяснить только синхронизаци-
ей, например появление колебаний, не связанных со средней частотой ша-
гов, наличие определенного критического количества пешеходов, способных
раскачать мост [1, 7]. На основании этого ряд ученых выдвинули предпо-
ложение, что синхронизация является следствием, а не причиной раскачки
моста [4, 5, 8–10].
В данной работе предлагается новая модель динамики системы «мост–

пешеходы» в поперечном направлении, учитывающая функциональное со-
стояние пешехода при помощи звена запаздывания. На основе новой модели
предложен новый подход к анализу устойчивости системы.
Известны подходы к анализу системы «мост–пешеходы», в которых модель

системы описывается в терминах механики и действия динамических сил во
временной и частотной областях [11, 12]. Наиболее часто встречающаяся в
литературе динамическая модель моста описывается следующим уравнением
[8, 12, 13]:

Mẍ(t) + Cẋ(t) +Kx(t) = F (t),(1)

где M , C, K – матрицы массы, демпфирования и жесткости, x(t) – вектор
перемещения, F (t) – вектор внешних сил, который определяется как [14]:

F (t) = Gp +
n∑

i=1

Gpαi sin(2πift− φi),(2)

где Gp – вес человека, αi – коэффициент Фурье i-й гармоники, f(t) – частота,
φi – фазовый сдвиг i-й гармоники, i – порядковый номер гармоники, n – общее
число гармоник.
По аналогии с (1) динамику пешеходов описывают как осциллятор со своей

массой, жесткостью и коэффициентом демпфирования. Такой подход проде-
монстрирован для анализа вертикальных колебаний в [15, 16], где система
«мост–пешеходы» имеет вид[
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(3)

В (3) m, c и k – масса, коэффициент демпфирования и жесткость соответ-
ственно, индекс s соответствует мосту, c – пешеходу.
Модель перевернутого маятника с жесткой опорой и ограниченная фрон-

тальной плоскостью хорошо отражает основные особенности поведения пе-
шеходов на горизонтально колеблющейся поверхности, включая кинематику

100



и кинетику [9, 17]. Одно из допущений такой модели состоит в том, что ко-
лебания поверхности земли не влияют на время шагов пешеходов, что, как
показано в [18], не всегда имеет место в реальности. В этой работе предло-
жен закон управления постановкой ног с учетом запаздывания при контакте
стопы с землей.
Последние достижения в решении проблемы устойчивости пешеходных

мостов изложены в работах [8–10], результаты которых получены на основе
предположения о синхронизации шагов как следствии раскачки моста. Это
условие позволяет составить соотношение баланса амплитуды и фазы между
пешеходами и мостом, откуда можно получить критическое количество пе-
шеходов, удовлетворяющее этому соотношению. Динамика пешехода в [8–10]
описана с помощью осциллятора Ван дер Поля:

f(x, ẋ) = λ(ẋ2 + x2a2)ẋ+ ω2x,(4)

где x – координата центра масс пешехода, λ – демпфирование, a – амплитуда
предельного цикла, ω – частота шагов. В последующей работе авторов [8]
сила F (t), действующая на мост со стороны пешеходов, выражается через
средний коэффициент демпфирования пешехода σ(ωi,Ω), который, в свою
очередь, в большей степени зависит от отношения частоты колебаний мо-
ста Ω к частоте шагов ωi. Было выяснено, что существует большой диапазон
частот шагов пешеходов и колебаний моста, при котором σ(ωi,Ω) < 0. Это
означает, что при некотором критическом числе пешеходов общее модаль-
ное демпфирование моста становится отрицательным. В результате авторами
предложена простая формула вычисления критического числа пешеходов:

Ncr = −c0/σ,(5)

где c0 – коэффициент пассивного демпфирования моста.
Статья организована следующим образом. В разделе 2 дается постанов-

ка задачи. Раздел 3 содержит описание модели системы «мост–пешеходы».
В разделе 4 представлен анализ устойчивости системы «мост–пешеходы» и
аналитические выражения для критического количества пешеходов. Резуль-
таты и возможности их применения описаны в разделе 5.

2. Постановка задачи

В существующей литературе используется подход к моделированию пеше-
ходов, сосредоточенный на понимании механизмов шагания, которые появ-
ляются в результате управления его центральной нервной системы. Однако
высокая чувствительность человека к колебаниям поверхности вызывает у
него ответную реакцию и последующие мышечные действия, что показыва-
ет необходимость учитывать человека как звено замкнутой системы с его
физическими и психофизиологическими свойствами. Такой подход известен
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Рис. 1. Общая структурная схема системы «мост–пешеходы».

в области человеко-машинных систем и основан на описании функциональ-
ного состояния человека [19], но до сих пор не использовался для описания
динамики походки.
Не касаясь причин раскачивания моста, будем считать, что люди идут по

нему со средней частотой шагов, действуя на поверхность силой своего ве-
са и одновременно пытаясь сохранить равновесие, ориентируясь на зритель-
ную и вестибулярную информацию от центральной нервной системы. Соот-
ветствующая такой системе блок-схема показана на рис. 1. В связи с этим
в данной работе предлагается разработка кибернетической модели системы
«мост–пешеходы» и исследование ее на предмет возможности использования
для проектирования и анализа колебаний конструкции моста методами тео-
рии автоматического управления. Для этого необходимо описать динамику
движения каждого компонента системы «мост–пешеходы» с помощью дина-
мических звеньев.

3. Модель системы «мост–пешеходы»

Человек естественным образом демонстрирует разнообразные виды дви-
жения, из-за своей хаотичности трудно поддающиеся описанию. Так, извест-
ны работы, где отдельно рассматривается влияние на конструкцию группы
идущих [15], бегущих [20] и подпрыгивающих людей [21]. Обозначение кон-
кретных задач и разделение движений, выполняемых человеком, позволяет
ввести приближенное математическое описание его действий, отражающее
основные свойства локомоции. Их применение – область проектирования дву-
ногих роботов и человеко-машинных систем. Касательно последних, широко
известны результаты кибернетической модели управляющих действий пилота
в задаче слежения за ошибкой и скоростью отклонения тангажа, что помогло
понять причины явления колебаний, вызванных летчиком [22, 23]. Результа-
ты исследований взаимодействия человека–пилота и летательного аппарата
выявили стремление человека управлять оптимальной системой, что прояв-
ляется как свойство адаптации его нервно-мышечной динамики к изменяю-
щейся динамике системы [19, 22–25].
Оптимальность движений человека часто упоминается в контексте энер-

гетических затрат, необходимых для реализации того или иного движения.
Такая характеристика может быть использована для периодических и по-
вторяющихся движений, к которым относится ходьба на большом интервале
времени. При передвижении по неподвижной поверхности первоочередной
задачей является сохранение равновесия, что человек решает рефлекторно,
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Визуальный канал
Вестибулярный канал

Kxs Kx G(s) Wb(s)
ex x*

x

x
ex Fx* = A sin(ωcrt)

Рис. 2. Контур системы «мост–пешеходы».

не задумываясь. При передвижении по неустойчивой поверхности человеку
приходится прикладывать усилия, или управление, чтобы сохранить равно-
весие, для чего, по-видимому, необходимо время на переработку информации
центральной нервной системой и принятие решений, что в свою очередь вно-
сит некоторую величину запаздывания.
Наглядный пример взаимодействия человека и конструкции известен из

повседневной жизни, когда при движении по довольно легкому длинному
подвесному мосту на двухколесном транспортном средстве (велосипеде) мост
начинает ощутимо раскачиваться. При этом чем активнее пытается балан-
сировать человек, тем сильнее раскачивается мост. Во всех случаях смяг-
чить колебания помогает осознанное снижение усилий человека по сохране-
нию равновесия, или снижение пропорционального коэффициента усиления
«в голове».
Кибернетическая модель человека в частотной области имеет вид структу-

ры, каждый блок которой описывает процесс восприятия, выработку страте-
гии и отработку управляющих действий [25, 26]. Выделяют три основных сти-
мула восприятия информации: зрительный, вестибулярный и проприоцептив-
ный. В рамках структурного подхода считается, что процессы переработки
информации и выработки стратегии действий, происходящие в центральной
нервной системе, для каждого стимула восприятия схожи. Каждый выпол-
няемый процесс требует определенного времени, что достаточно хорошо опи-
сывается звеном запаздывания, величина которого возрастает по мере услож-
нения процесса управления. Упомянутое выше свойство адаптации человека
отражается с помощью блоков коррекции для каждого воспринимаемого сти-
мула, суммарная реакция которых затем поступает в моторную систему. Эта
структура определяет передаточную функцию управляющих действий чело-
века [25, 27–29].
Наиболее изученной является модель коррекции, вырабатываемой чело-

веком на основе визуального восприятия командного стимула. Многие ис-
следования показали, что человек способен производить усиление, диффе-
ренцирование и сглаживание воспринимаемого сигнала [27–29]. Модель пе-
шехода, использующего для хождения визуальный и вестибулярный каналы
восприятия информации, показана на рис. 2. Согласно этой модели пешеход
пытается компенсировать рассогласование по углу и угловой скорости крена
для удержания равновесия при ходьбе. Таким образом, пешеход находится в
замкнутом контуре, и его поведение зависит от динамики моста.
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Передаточную функцию модели пешехода от ошибки отклонения угла к
углу крена можно записать в виде [24, 30, 31]

Wp(s) = NKxsKẋG(s),(6)

G(s) =
T 2e−τs

s2 + 2ξTs+ T 2
,(7)

где N – количество пешеходов, Kx иKẋ – коэффициенты усиления, G(s) – пе-
редаточная функция нервно-мышечной динамики пешехода, ξ и T – коэффи-
циент демпфирования и частота, τ – время нервно-мышечного запаздывания.
Заметим, как показано в [31], Kẋ имеет отрицательное значение.
Таким образом, с учетом модели моста (1) и (6) передаточная функция

разомкнутой системы «мост–пешеходы» от смещения в поперечном направ-
лении моста x к ошибке отклонения ex имеет вид

W (s) = Wp(s)Wb(s) =
NKpT

2se−τs

(s2 + 2ξTs+ T 2)(Ms2 + Cs+K)
,(8)

где Kp = KxKẋ.

4. Анализ устойчивости системы «мост–пешеходы»

Переменными параметрами системы (8) являются количество пешехо-
дов N и величина нервно-мышечного запаздывания τ . Поперечная состав-
ляющая силы реакции опоры, выражаемая через коэффициент Kp, также
может меняться в зависимости от частоты шагов в большую или меньшую
сторону, но в данной работе рассматривается только случай средней частоты,
равной 5,4 рад/с. Экспериментально было получено, что при средней частоте
шагов пешеход действует на поверхность в поперечном направлении с силой
около 38 Н [32]. Чтобы получить такую силу, согласно структуре на рис. 2
произведение коэффициентов KxKẋ должно быть равно 48.
Остальные параметры системы принимаются постоянными. Известны сле-

дующие параметры лондонского моста Миллениум: масса M = 81000 кг,
жесткость K = 3390 733 кг/с2, C = 7681 кг/с, собственная частота Ω =
=

√
K/M = 6,5 рад/с [8, 33]. Параметры нервно-мышечной динамики пеше-

хода T = 30, ξ = 0,7 [31].
Комфортное время, необходимое на переработку информации в централь-

ной нервной системе и передачу сигнала по нервно-мышечному волокну для
летчиков в режиме ручного управления составляет около 0,2 с [25, 27]. Из-
за движения поверхности моста изменяется угол ориентации пешехода, что
является для него нестандартной ситуацией и запускает процесс адаптации
к новым условиям, который отражается в настройке параметров (6), в том
числе времени запаздывания. В зависимости от внешних обстоятельств чело-
век может как уменьшать, так и увеличивать время нейро-мышечного запаз-
дывания. Так, падение запаздывания до 0,08 с «. . . связано с возрастающим
нейромускульным напряжением» [22].
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Рис. 3. Амплитудная частотная характеристика системы «мост–пешеходы»
с учетом звена нервно-мышечной динамики и без него.

Для оценки величины времени запаздывания и соответствующей ему ча-
стоты, влияющих на устойчивость системы, удобно использовать частотный
критерий Я.З. Цыпкина [34, 35]. Критическая частота ω0i определяется из
уравнения

|W (ω0i, N)| − 1 = 0,(9)

где |W | – амплитудная характеристика разомкнутой системы без запаздыва-
ния (8), после чего полученное ω0i подставляется в выражение для соотно-
шения фаз, которое в общем случае имеет вид

τ0i(n) =
θ(ω0i)

ω0i
+

2πn

ω0i
, n ∈ N,(10)

где θ(ω0i) = arctg(W (ω0i)). Это критическое время запаздывания τ0i опреде-
ляет переход корней через мнимую ось и, следовательно, границу устойчиво-
сти системы. Исследуемая система будет устойчива, когда (9) не имеет реше-
ния относительно ω0i, т.е., когда годограф системы лежит внутри единичной
окружности.
Применим критерий (9), (10) к (8). Заметим, что амплитудно-частотная ха-

рактеристика (АЧХ) (8) совпадает с АЧХ без учета звена нервно-мышечной
динамики в широком диапазоне частот 1–10 рад/с (рис. 3). Это позволяет
сделать предположение, что для оценки устойчивости системы можно пре-
небречь звеном нервно-мышечной динамики в данном диапазоне частот, и
тогда (8) можно записать как

W̃ (s) =
NKpse

−τs

(Ms2 + Cs+K)
.(11)

Перейдем в (8) от s к jω и выделим вещественную и мнимую части без
учета звена запаздывания:

W̃ (jω) = KpN

[
jω(K −Mω2)

(K −Mω2)2 + C2ω2
+

Cω2

(K −Mω2)2 + C2ω2

]
.(12)
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Затем (9) можно записать как

K2
pN

2
[
(Cω2)2 − ω2(K −Mω2)2

]
[
(K −Mω2)2 + C2ω2

]2 − 1 = 0,(13)

раскрыв скобки, получим уравнение восьмого порядка:

A8ω
8 +A6ω

6 +A4ω
4 +A2ω

2 +A0 = 0,(14)

где

A8 = −M4, A6 = 4KM3 −K2
pM

2N2 − 2C2M2,

A4 = 2KK2
pMN2 − 6K2M2 + C2K2

pN
2 + 4C2KM,

A2 = 4K3M −K2K2
pN

2 − 2C2K2, A0 = −K4.

Выполним замену переменной в (14) ω2 = t. Как будет показано ниже, это
необходимо для анализа полученного решения. Решение (14) относительно ω,
полученное в символьном виде с помощью MATLAB, представляет собой сле-
дующее выражение:

t2=

[
2

4M2

√
C4+

σ7

2
+4KM3σ3+3C2K2

pN
2−2C2M2σ3−σ2−K2

pM
2N2σ3−σ1−2C2+

+2M2

√
σ42

4M8
+

σ6−8MK3+σ5
σ4

+
−C4+σ2+C2K2

pN
2−6K2M2+σ1

M4
−(15)

−K2
pN

2 + 4KM

] 1
2

,

где

σ1 = 2KKp
2MN2, σ2 = 4C2KM,

σ3 =

√
σ7

4M4
− 2K2

M2
− 8K3M

σ4
+

σ6
σ4

+
2C2Kp

2N2

M4
+

σ5
σ4

,

σ4 = 2C2M2 +Kp
2M2N2 − 4KM3, σ5 = 2K2Kp

2N2,

σ6 = 4C2K2, σ7 = Kp
4N4.

Выражение (15) стоит под знаком квадратного корня и зависит от пере-
менного параметра количества пешеходов N . Это означает, что численно (15)
может принимать любые значения, в том числе комплексные. Физический
смысл решаемой задачи подразумевает только действительные величины, по-
этому необходимо ввести условие существования действительного неотрица-
тельного решения. Одним из условий является неотрицательность подкорен-
ного выражения (15), исходя из чего в символьном виде с помощью MATLAB
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получены все условия действительного решения:

N ∈R ∧ 2M2

√
σ5

2

4M8
+

σ7−8MK3+σ6

σ5
+

−C4+σ3+C2Kp2N2−6K2M2+σ1

M4
+

+2

√
C4+

σ8

2
+4KM3σ4−2C2M2σ4+3C2Kp2N2−σ3−Kp2M2N2σ4−σ1−σ2 =

= 2C2−4KM ∧ 2C2+σ2 �= 4KM ∧ 0<N,(16)

где

σ1 = 2KKp2MN2, σ2 = Kp2N2, σ3 = 4C2KM,

σ4 =

√
σ8

4M4
− 2K2

M2
− 8K3M

σ5
+

σ7
σ5

+
2C2Kp2N2

M4
+

σ6
σ5

,

σ5 = 2C2M2 +Kp2M2N2 − 4KM3, σ6 = 2K2Kp2N2,

σ7 = 4C2K2, σ8 = Kp4N4.

Проанализировав все вышеописанные ограничения численно и аналитиче-
ски в MATLAB, получим, что наименьшее N , при котором существует дей-
ствительное решение, вытекает из следующего условия:

K4
pN

4 + (4MKK2
p − 2C2K2

p)N
2 + C4 − 4MKC2 � 0.(17)

Приравняв левую часть (17) к нулю и сделав замену N2 = t2, получим
выражение для дискриминанта:

D2 = (4MKK2
p − 2C2K2

p)
2 − 4K4

p (C
4 − 4MKC2) = 16K4

pM
2K2,(18) √

D2 = ±4K2
pMK,(19)

тогда корни (17) можно найти из выражения

t12 =
−4MKK2

p + 2C2K2
p + 4K2

pMK

2K4
p

,(20)

t22 =
−4MKK2

p + 2C2K2
p − 4K2

pMK

2K4
p

.(21)

Подставив численные параметры в (20) и (17), получим, что t12 > 0 и
t22 < 0. Далее потребуется выполнить обратную замену t2 на N2 и извлечь
корень из t2, поэтому сразу отбросим t22 < 0, тогда

N2 =
−4MKK2

p + 2C2K2
p + 4K2

pMK

2K4
p

,(22)
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Рис. 4. Амплитудно-фазовая частотная характеристика разомкнутой системы
при различном количестве пешеходов.

откуда, оставив только положительный корень, получим:

N =
C

Kp
.(23)

Подставив в (23) параметры системы, получим N = 160,0208, т.е. крити-
ческое количество пешеходов, полученное на основе критерия Я.З. Цыпкина
NC

cr = 160. Таким образом, это – максимально возможное значение, не за-
висящее от запаздывания, при котором сохраняется устойчивость системы.
Графическое решение (9) показано на рис. 4, численный результат которого
совпадает с (23). Дальнейшее увеличение N приводит к пересечению годо-
графа с единичной окружностью в двух точках. Так, например, при N = 167
получаем два решения ω01 = 6,45 рад/с и ω02 = 6,48 рад/с, соответствующие
точки которых обозначены на рис. 4. Поскольку ω02 > ω01, то τ02 < τ01 и τ02
является критическим временем запаздывания, которое для данного годогра-
фа можно найти из выражения

τ02 =
π − θ(ω02)

ω02
.(24)

Подставив численные значения в (24), получим τ02 = 0,086 с. Таким об-
разом, для N = 167 критическим для устойчивости запаздыванием является
τ02 = 0,086 с, что соответствует избыточному нервно-мышечному напряже-
нию человека [22].
Дальнейшее увеличение количества пешеходов приводит к росту крити-

ческого запаздывания. Иллюстрация зависимости количества пешеходов от
нервно-мышечного запаздывания N(τ0), полученная из решения (9) и (24),
показана на рис. 5. Из рисунка видно, что область устойчивости ограничена
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количеством пешеходов при малых запаздываниях и резко увеличивается в
области нормальных для человека значений запаздывания.
Зависимость амплитуды колебаний моста от времени при воздействии

250 пешеходов, идущих со средней частотой 5,4 рад/с и имеющих различ-
ное запаздывание, изображена на рис. 6. При нормальном τ2 = 0,2 с мост
демонстрирует устойчивые колебания с амплитудой около 20 см, тогда как
нервно-мышечное напряжение, характерное для меньшего τ1 = 0,05 с, приво-
дит к постепенному нарастанию амплитуды колебаний.
На рис. 7 показана амплитудно-фазовая частотная характеристика

(АФЧХ) системы «мост–пешеходы» при различной величине нервно-мышеч-
ного запаздывания (0,02 и 0,2 с), которое вносит соответствующий фазовый
сдвиг между входом и выходом системы.
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Рис. 7. АФЧХ системы «мост–пешеходы» при различной величине
нервно-мышечного запаздывания.

Таким образом, на устойчивость системы влияет не только количество
пешеходов, но и величина запаздывания, которую они могут вносить в силу
особенности работы нервно-мышечной системы, что ранее не принималось во
внимание при анализе системы «мост–пешеходы».

5. Заключение

В работе предложен новый подход к исследованию устойчивости человеко-
машинных систем с колебательной динамикой, таких как система «мост–
пешеходы». Рассмотрена линейная модель замкнутой системы «мост–пеше-
ходы», в которой учтена не только динамика мышц пешеходов, но и процессы,
протекающие в центральной нервной системе. Такой подход позволяет опи-
сать замкнутую систему в виде передаточной функции, включающей звено
запаздывания, и оценить устойчивость системы методами теории автомати-
ческого управления.
Применение предложенного подхода продемонстрировано на примере рас-

качки лондонского моста Миллениум при движении по нему пешеходов в день
его открытия. При помощи частотного критерия Я.З. Цыпкина для различ-
ных величин запаздывания получены условия на число пешеходов, при кото-
рых не нарушается устойчивость замкнутой системы. Численные результаты
показывают, что значительное раскачивание моста можно объяснить умень-
шением нервно-мышечного запаздывания пешеходов. Другими словами, из-за
высокой чувствительности пешеходов к незначительным колебаниям поверх-
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ности им требуется некоторое время для адаптации к новым условиям, что
проявляется как излишнее нервно-мышечное напряжение. Быстрая реакция
пешехода вносит небольшой фазовый сдвиг между входом и выходом систе-
мы «мост–пешеходы», приводящий к раскачиванию моста и потере устойчи-
вости, тогда как замедленная реакция вносит фазовый сдвиг около 90 град,
способствующий стабилизации.
Предложенный подход позволяет более детально подойти к анализу и про-

ектированию конструкций, используемых людьми и обладающих колебатель-
ной динамикой. Дальнейшие исследования могут быть направлены на уточ-
нение параметров модели нервно-мышечной динамики, учет нелинейностей
модели моста и влияния внешних возмущений.
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